Pramen Ludolfova &isla - 2

Bohumir Tichanek

Prace sméruje do perspektivniho prostoru, s jeho odliSnym rozvrZzenim geometrickych
vzdalenosti. Probird jeho vlastnosti (2. kapitola) a pak se vénuje jedné z Fad, jez urcuje
Ludolfovo cislo (3. - 7.4. kapitola). Posuzuje chovani vybrané Eulerovy rady v Euklidové a

v perspektivnim prostoru. Sleduje pfednost perspektivniho prostoru pfed Euklidovym; méné pro
matematiku, a vice pro vyklad konstrukce svéta. Sleduje zddvodnit zpiisob vzniku Ludolfova
cisla.
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0. Seznam symboll

a, b, c ... odvésny a prepona trojuhelnika
n ... poéet rozmérd geometrického prostoru
rgy --- délky v Euklidové prostoru

rpg -+ délky v perspektivnim prostoru
X, y, Z ... kartézské souradnice

1. Uvod

Po staleti néktefi védci upozorfiovali, Ze nezkoumame pfimo hmotu, nybrz své smyslové zazitky.
Véda zkouma zrakovou optiku - ¢ocku, a techniku dalSiho prenosu - napf. tycinky, ¢ipky. AvSak

v . . . 4 s . s s ré v ’ ’ 7 V. o
nedocenuje se matematizace geometrického zakladu lidskeho poznani - rozlozeni zrakovych zazitku
Vv prostoru.

2. Podpora perspektivniho prostoru

Vypodty kruznic n-rozmérnych prostorl uZivaji Ludolfova &isla n. Ke zkoumani jeho vzniku zvolim

perspektivni prostor. V Euklidové prostoru cejchujeme osy lineadrné, kdezto perspektivé volim

kvadratické méfitko. Vystihuji ji kartézskymi soufadnicemi, umocnénymi na druhou: x2, y2, Z2.

Tento zplsob zobrazeni perspektivy nyni posoudim zdsadami 2.1. - 2.4.

2.1. Konverze kvadratickych rovnic v linearni

Kvadratickou rovnici je Pythagorova véta, Newtonlv vypocet gravitace a dalsi.
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Prostor, vnimany zrakem - s jeho komprimovanou perspektivou, tyto rovnice zméni. Nutna konverze
je prevede z kvadratického do linearniho tvaru (obr. 1). Pythagorova véta ziska tvar: a + b = c.

Cejchovani os zmé&nilo pribéh z linedrniho na kvadraticky. Rovnice se zménila opa¢né&, z kvadratické
na linearni.

9 Upraveny prostor, svymi linedrnimi rovnicemi, zbavuje svétové
g i objekty pfedpokladanych iracionalnich délek, jejichZ vypocet je vzdy
bezvysledny. PFi€inou jejich vyskytu byl vybrany Eukliddv prostor.

4 1+1=2
2.2. Kompatibilita diskrétniho a perspektivniho prostoru

1 Pokusem prevést bod z diskrétniho do perspektivniho 2D nebo 3D
2 N prostoru se 0zméni jeho geometrické umisténi. Ale matematicky popis
— - hodnoty puvodnich soufadnic a vzdalenost od pocatku - si bod za-
1 2 chova (obr. 2). KdezZto prevod do Euklidova prostoru to neumoznuje.
0 1 23456739

Ze Ctverce, postaveného na vrchol, prevodem vznikne kruznice.

Obr. 1. Pythagorova véta v perspektivnim prostoru

Vztah spojitého a diskrétniho prostoru [1]:

Y

.Predstava diskrétnosti, ktera byla prvotni, o
se realizovala v prirozenych Cislech, 440 p
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v individualni predstavé Cisla, v jeho
aritmetickém svété operaci. Pfedstava
spojitosti byla spojena s homogenni
predstavou prostoru v geometrickém svété
méreni. Byly to pravé geometrické objekty, L m o NJE \
které ztélesnovaly Cistou spojitost. 1
Geometricky objekt vystupuje jako suma K N N NE NG NF R 1t [HiGF
amorfniho nahusténi bodd v mystifikujici 0 1 2 3 4 x 0 1 2 345%
iluzi hustosti. Pravé toto aristotelovské

pojeti bylo logickym pokracovanim tzv. AG

konfliktu (konflikt aritmetiky a geometrie),  Obr. 2. Pfevod bod{ z diskrétniho do perspektivniho
vznikly objevenim nesouméritelnosti prostoru

geometrickych velicin."
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2.3. Dalsi vylouceni iracionalit

Perspektivni prostor obsahuje body odvozené z diskrétniho prostoru, dle minulé kapitoly 2.2.

To nabizi a opraviiuje moZnost dbat, vnimanému svétu, pouze bodl s celo¢iselnymi soufadnicemi.
Jiné v perspektivé nepouzit. Vymizely iracionality, vnasené kvadratickymi rovnicemi, jak zminuje
2.1.

Ale ani vy$si odmocniny nevnesou iracionality. At perspektivni geometrie odvozuje své body
vyhradné z diskrétniho prostoru. Nasledné fyzika mlze ve vypodtech nalézat pouze takové hodnoty
vy&&ich mocnin, jejichz odmocné&nim opét vznikaji celd ¢&isla soufadnic diskrétnich boda.

Napriklad tfetim odmocnénim objemu krychle ziskdme délku jeji hrany. Tu vSak uzity prostor zavadi
vyhradné jako prirozené Cislo. Proto tfeti odmocninou objemu je vzdy pfirozené Cislo. Iracionalita,
v geometrii smyslovych zaZzitkd, nevznikne.

2.4. Nelinearita prostoru

Ackoliv vnimame nelinearni perspektivu, nejcastéji predpokladame svétovy prostor nejspis jako
. o v ’ v 4 o . 7 r r v v v . . 7 v v r

Eukliduv, rovnomeérny. Vzdyt chuze, s kroky stejné délky, nas presvedcuje o linearne rozlozené

hmoté v prostoru.

Avdak zdanlivou linearitu zdGvodni nejen prostor Eukliddv, ale i vnimany perspektivni, vlivem
kvadraticky rozlozenych souradnic.



http://www.tichanek.cz/g2v/jiny-prostor-IIv.html

PFi¢inou je pozorovatel, jenz zlstava stale v po¢atku komprimovanych soufadnic, at se prostorem
jakkoliv pfemistuje. To urcuje jeho prvnimu kroku vzdy stejnou délku. Pocatek soufadnic je uréeny
jeho vnimanim - neztraci jej. Jeho kazdy dalSi krok je opét prvni, o stejné délce. Opakovanim
prvnich krokl mame pocit, Ze svét je linedrni. Pozorovatel nikdy neud@&ld druhy kratsi krok, takze
sam sebe nevnima jako objekt, zmensSujici se v perspektivnim svéteé.

Tvar kruznice pozorovatel uvidi, je-li nad jejim stfedem. Kdy osa, kolma k roviné kruznice, prochazi
soucasneé jejim stfedem a jeho zrakovym sidlem. Ostatni kruznice mu deformuje perspektiva.

3. Vybér vypocetni Fady Ludolfova cisla

7 vr

V perspektivnim prostoru nenachazime iracionalni Cisla, to poukazuje na pfricinu jejich vzniku.
Dal sleduji konstrukci Ludolfova cisla, nezbytného Euklidové prostoru.

Ukol Fedim, vychazeje z geometrickych modelll Eulerovy fady (1):

arctg% + arctg% + arc:tg:l_]'—8 +... = % (1)
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Obr. 3. Geometricky model vypoctu n/4 - v Euklidové prostoru

Z tfady prirozenych Cisel, ktera jsou sefazena na ose Euklidova prostoru, vypocet vklada do
. o o . v 7 wvrs
jmenovatelu zlomku jen néktera cisla (obr. 3).

Cisla 2, 8, 18, ... vyznacuji trojuhelnikim délky odvésen, jez poslouzi vypoétiim uhld. V Euklidové
geometrii nezjistim, pro¢ jsou vybrana praveé tato cisla. Napriklad nejsou tvofena radou prirozenych
cisel.

4. Perspektivni prostor k Eulerové radé

Vypocet Ludolfova ¢isla fadou (1) posoudim také perspektivni geometrii. Pficinu nadéjné moznosti
ukazuje Eulerova fada, rozepsana jinym zplsobem (2):

(2)

+ arctg + .=

&8

1 1
arctgzll2 +arctgzl22 5. 32
4.1. Zptisob pifevodu délek

Popisu jednoduchy pfevod délky z perspektivniho do Euklidova prostoru (obr. 4). Zvolim délku
v perspektivnim prostoru rpc = 4, EuklidGv prostor ji ptidé&li rgy = 2. Vzdalenost r; je tedy

. v .7 gV . . _ 7 2 _
v Euklidove prostoru vyjadrena odmocninou: rg = \/rPE. Take rgy* = rpg-

2 4 0 122 52

Obr. 4. Prevod mezi Euklidovym f(x) a perspektivnim prostorem f(x?) -:1: 1 f; 1 234 =

PE



Pak délka 1/(2-rEU2), z Euklidova prostoru, je v perspektivé vyjadrena 1/(2:rp¢). Zvolim z fady (1)

naptiklad zlomek 1/18 = 1/(2-32), takze odvésna ma délku 18 (obr. 3). V perspektivé odvésna méFi
g = 2°3.
PE

4.2. Aplikace Eulerovy Fady v perspektivhim prostoru

Sleduji jmenovatele zlomkd, to jsou &isla
2, 8,18, ... zrady (1) v Euklidové
prostoru. Nyni, v perspektivé, budu
odvésny trojuhelnikl op&t rovnomérné
rozmistovat vi¢&i nule, jenze nebudou
délek 2:12, 2:22, 2.32, atd. Nyni je cejchuji
délky 2-1, 2-2, 2-3, atd. Perspektivni
geometrie mé jiné prirQstky délek
souradnic (obr. 5).

I __ Obr. 5. Geometricky model vypocCtu n/4 -

I HHH | | | H-HH —, v perspektivnim prostoru
1B 9 4 21 0 1 234 9 167
Zlomky Fady (1) maji tvar: 1/(2 - rg,?).
_1_ _1_ 1 - (2)
arctgzl12 +arct92.22 + arctg >.32 + .. 2

 Jmenovatel 2 urcuje odvésnu rp. = 2

« Jmenovatel 8 uréuje odvésnu rpg = 4, protoze g, = 8 = 2-rp? = 222
 Jmenovatel 18 urCuje odvésnu rpz = 9, protoze 18 = 2-rPE2 = 2.32

e A tak dal.

Uzitého postupu se tyka vyraz (3):

1 1 1 3
arctg—— + arctg—— + arct +.. 3
921 97.2 923
4.3. ZvlaStnost v perspektivnim prostoru arctg 1/2 = 26,565051177077989351572193720453°
Kombrimovand perspektivii qeometrie arctg 1/8 = 7,1250163489017975619533008412068°
rimov r ivni ri
P pPersp 9 arctg 1/18 = 3 1798301198642343833301179974333°
¢ trojuhelniky geometricky ukazuje v jinych arctg 1/32 = 1,789910608246069307 1502497 760791°
pomerech delek, nez ktere se dosadi do arctg 1/50 = 1,1457628381751034022736274841251°
vy_poctu.t'll'(en'gg_;/kllv nellneil:cm g,ﬁomfa;gellze arctg 1/72 = 0,7957235527392739281850240603191°
Firovnat k zazitku perspektivniho vidéni.
Szdélenou postavu [\)/idin?me S mengenou arctg 1/98 = 0,58463052070517787062407 248756250
I
7 - v 0 v - = =]
z&sluhou perspektivy, a prece vyjadiujeme arctg 1/128 = 0,44761417086055307300435362542382
jeji vy&ku islem beze zmény. arctg 1/162 = 0,35367315924646117669900559240205°

arctg 1/200 = (,28647651027707444370023949417 1 34°

jei maJi stfed mimo poéétek soutadnic. i pFI arctg 1/242 = 0,23675807 1907 109645647697 964537 95°
I

jejich bezchybném v;'/pocv:tu CoZ v Euklidové arctg 1/288 = 0,19894287936062631021189310165995°
prostoru nezname. arctg 1/338 = 0,169513645977075880692417 186828577

arctg 1/392 = 0,14616238577947703531637988050158°
arctg 1/450 = 0,127323744887380920214991690697 637
5. Vypocetni vysledek arc tg =

e deformuje tvar téch nakreslenych kruznic,

Nedokoncitelnym vypoctem se upresnuje arctg 2 =43,152389734005404304665565 1034020
Ludolfovo cislo (obr. 6), kde n/4 = 45°.

Obr. 6. Vypocet uhld v Euklidové prostoru Fadou (1)



6. Vyznam perspektivniho prostoru
Geometrie zrakové a sluchové perspektivy nabizi, ze Euklidova geometrie je z ni odvozena.
Eukliddv prostor, do vypoétu n/4, zafazuje jen nékteré celodiselné délky odvésen (2, 8, 18, atd.) a

jiné (4, 6, 10, atd.) vynechava (obr. 3). Perspektivni prostor, ve srovnani s Euklidovym, ma pfi
vybéru délek lepsi fad. Vychazi z fady prirozenych disel.

7. Zavér
7.1.
Geometrie zrakové perspektivy predklada plvod Ludolfova &isla, potfebného Euklidové prostoru.

Princip, uzity fadou (1), nachazim v perspektivnim prostoru. Odvésna, vzdy dalsiho pravouhlého
trojuhelnika, vychazi z fady prirozenych cisel, pocinaje od 1.

7.2,

Euklidliv prostor vystihuje perspektivni smyslové zazitky nepfimo. Je zavisly na perspektivnim.
Projekt Euklidova prostoru uziva kladnou poloosu, jiZz pfebira z perspektivniho prostoru. Jeji
souradnice jsou dané odmocninou z prevzatych pfirozenych Cisel.

PFitom odmocnénim jen nékterych prirozenych Cisel vznikne opét prirozené cislo. To zpochybnuje

r - r v . . s ’ - . o s .7 Ve, 1 ’
vyznam Euklidova prostoru pro vyklad svéta. Jeho iracionalni velikosti zustavaji neurcite, zatimco
v geometrii maji konec¢nou délku.

7.3.

Perspektivni prostor se nabizi byt zdkladn&j$im fyzikalnim prostorem; Euklidlv prostor z n&j Ize
odvodit. K tomuto ndzoru vede mensi polet rlznych druhl ¢&isel v perspektivé; namisto raciondlnich
a iracionalnich cisel uziva jen jeden druh. V geometrické 2D roviné perspektivy nenalézam délku
odmocniny ze dvou ani jiné iracionality.

Protoze je odvozeny z diskrétniho prostoru, pak ani vypocet kruznice v perspektivé nepouziva
Ludolfova cisla.

7.4.

Body lze prepocitavat z diskrétniho do perspektivniho prostoru. Proto Ize pochybovat o zavedené
podmince vzniku zrakovych vjemU - zorném Uhlu, v Euklidové prostoru. Nabizi se, e hmotné
objekty, které vidime, vznikaji pfepo¢tem z bodového prostoru. Prepodet tvorim zajistuje
hypoteticky procesor.

Iracionality, v 16. stoleti prohlasené za disla, oslabuji dosavadni viru v rozlozeni hmotnych téles
v linedrnim prostorovém méritku. Stejné tak v zakfivenych prostorech, jez zvolila teorie relativity.

Hmota, rozlozena v perspektivnim rozloZeni, at je podloZzené databazi uskladnénych nespojitych
Udajl. Dal$i pobidkou, Ze svét je zalozeny pravé na perspektivhim vnimani, je prepocet zlatého fezu
do perspektivni geometrie. Také zddvodnéni axiomd specidlni teorie relativity a to zavedenim
pulsniho zdroje.

Perspektivné stlaceny prostor nabizi vznik Cisla = pfi uziti Fady pfirozenych cisel 1, 2, 3,...
Je oSemetné prisuzovat konstrukci svéta Euklidové prostoru, vic nez perspektivnimu, kdyz:
1. pro vypocet n Eulerovou fadou vybira jen néktera Cisla z fady prirozenych cisel

2. neumozni vypocitat presné vlastnosti kruznice.
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